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RÉSUMÉ
Ce travail est consacré à l’étude de la coalescence de gouttelettes liquides à l’échelle du
nanomètre. Nous nous sommes intéressés principalement à l’évolution du changement
topologique des gouttelettes à partir de la rupture des surfaces au moment du contact
initial jusqu’à la coalescence complète. Nous utilisons la dynamique moléculaire afin
de simuler plusieurs types de gouttelettes soit en utilisant le potentiel empirique de type
Stillinger-Weber pour des gouttelettes de silicium (l-Si) en 3 dimensions et le modèle
Embedded Atom Method pour des gouttelettes de cuivre liquide (l-Cu) en 2d, quasi-2d
(disques) et 3 dimensions.
Qualitativement, toutes les simulations démontrent une coalescence similaire indé-
pendamment de la dimension de calcul (2d à 3d), de la taille et de la température initiale
des gouttelettes. La coalescence évolue par une déformation rapide des surfaces sans
mixage important entre les atomes des deux gouttelettes initiales.
De plus, nous étudions l’évolution du col de coalescence formé lors du contact initial
entre les gouttelettes et, pour les systèmes en 3d, nous observons une transition claire
d’un régime visqueux vers un régime inertiel du rayon de ce col, tel que suggéré par des
modèles théoriques.
Pour les gouttelettes de cuivre nous observons exactement le comportement des pré-
dictions analytiques et confirmons que le premier régime suit un comportement visqueux
sans aplatissement local des gouttelettes. La situation est différente pour les gouttelettes
de l-Si où nous observons un effet plus grand, par rapport aux prédictions analytiques, du
rayon et de la température initiale des gouttelettes sur l’évolution du col de coalescence.
Nous suggérons que les paramètres décrivant l’évolution de la coalescence dépendent
des propriétés des matériaux utilisés contrairement à la théorie universelle couramment
utilisée.
Mots clés: Coalescence, col de coalescence, nano-gouttelettes liquide, dynamique
moléculaire, régime inertiel de coalescence, régime visqueux de coalescence
ABSTRACT
In this work we studied the coalescence of liquid nanodroplets and more specifically
the topological deformation from their rupture at the initial contact to the full coales-
cence.
We used molecular dynamics to simulate various liquid droplets: 3 dimension liquid
silicon (l-Si) droplets using the Stillinger-Weber potential as well as 2d, quasi-2d (discs)
and 3d liquid copper (l-Cu) droplets using the Embedded Atom Model semi empirical
potential. All simulations showed similar qualitative coalescence independently of ini-
tial size and temperature for 2d, quasi-2d and 3d systems: the topological deformation
evolved quickly without any important mixing taking place between atoms from both
droplets.
Furthermore, we studied the evolution of the radius of the liquid bridge formed be-
tween the droplets and demonstrated that it is possible to observe, using molecular dy-
namics, a transition from a viscous to inertial regime of this bridge, as suggested by
analytical models.
Studying the l-Cu droplets, we observe exactly the analytical predicted behavior of
the coalescence evolution and confirm that the initial regime follows a viscous driven
mechanism without any local flattening of the droplets. The results are different with
the l-Si droplets where we observe a greater effect, compared to analytical models, of
the initial droplets radius and temperature on the bridge evolution. This suggests that
the parameters describing the coalescence process are dependent of the properties of the
materials used in the coalescence instead of the present universal accepted models.
Keywords: Coalescence, liquid bridge evolution, nanodroplets, molecular dy-
namics, inertial regime of coalescence, viscous regime of coalescence
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CHAPITRE 1
INTRODUCTION
1.1 Coalescence
La coalescence est le phénomène par lequel deux systèmes séparés de taille finie vont
se réunir ensemble pour en former un seul. L’événement instigateur de cette coalescence
peut être une vitesse initiale non-nulle rapprochant les deux corps ou, si les systèmes
sont assez près l’un de l’autre, une simple attraction énergétique entre les deux corps,
e.g. l’attraction Van der Waals. Aux premiers instants tout juste avant la coalescence, il y
a rupture des surfaces des deux corps et formation d’un pont de coalescence (aussi appelé
col de coalescence), donnant lieu à un changement topologique intense avec l’objectif de
minimiser l’énergie totale par la diminution du ratio surface/volume. Cette coalescence
peut se faire entre deux substances liquides, entre une substance liquide et un solide
et même, à une échelle de temps plus grande, entre deux solides.[1, 2] Le phénomène
de coalescence est intéressant au niveau topologique vu l’apparition d’une rupture de
surface et d’un changement de géométrie intense au moment du contact initial entre les
deux systèmes ainsi que pour ses propriétés de mixage passif de substances formant les
gouttelettes initiales. [1, 3, 4]
Les domaines d’applications technologiques reliés à ces phénomènes sont nombreux
et très variés soit au niveau des techniques d’impression et de revêtement sur de mul-
tiples surfaces, du mélange passif entre deux liquides, de la fabrication de dispositifs
microfluidiques ( Lab on a chip), de la manipulation et du transport de petites quantités
de liquide ainsi qu’au niveau de l’étude de la dispersion et l’agglomération de nuages de
gouttelettes. [4–9]
C’est donc un phénomène qui s’étend dans des domaines d’applications très élargis et
qui, même après plus d’un centenaire d’études, demeure un sujet de recherche important
en technologie de pointe.
21.2 Historique
On doit retourner à la fin du 19e siècle pour retrouver les premiers travaux sur le
phénomène de coalescence. Lord Rayleigh fut l’un des premiers avec la publication
d’un article dans le Proceedings of the Royal Society [10], où il discute de l’impact de la
charge électrique sur la coalescence de gouttelettes et plus précisément sur la corrélation
entre la pluie et les éclairs. Son article fut suffisamment important pour être également
repris dans le journal Nature : A weekly Illustrated Journal of Science en 1878.[11]
Depuis, de très nombreuses études théoriques, numériques et expérimentales sont
poursuivies et de nombreux modèles sont développés et évalués. [12–15] Ce n’est, par
contre, que très récemment que les techniques d’imagerie permettent de visualiser direc-
tement l’évolution de la coalescence entre deux gouttelettes. Parmi les récents travaux
expérimentaux en imagerie, notons ceux de Menchaca-Rocha et al.[16] qui ont essentiel-
lement filmé la coalescence de deux gouttelettes de 1g de mercure à 50000 images par
seconde et démontré expérimentalement une coalescence qui évoluait suivant une loi de
puissance. Par la suite, Thoroddsen et al. ont effectué des mesures similaires à 1 million
d’images par secondes pour des gouttelettes d’eau de 1,5 mm de rayon, confirmant à
nouveau une évolution de coalescence en loi de puissance. [17] Bien que ces méthodes
d’imagerie soient de plus en plus rapides, dans le cas des gouttelettes à faible visco-
sité ou à très petit rayon initial (R0), les temps et les dimensions impliqués au niveau
des premiers instants de la coalescence sont toujours hors d’atteinte pour ces techniques
d’observation directe. Avec cette problématique comme source de motivation, plusieurs
groupes ont donc developpé des techniques indirectes ayant pour but d’estimer l’évolu-
tion initiale du phénomène.
En 2008, Case et Nagel [18] établissent une relation entre l’évolution du rayon du
col de coalescence (r) entre deux gouttelettes (R0 ∼ 1mm) saturées d’ions et leur ré-
sistance (RCR) au passage d’un courant, RCR ∝ r−1. Suivant leurs calculs, ils prédisent
un aplatissement local des gouttelettes immédiatement après leur rupture, donnant lieu
à une évolution rapide du col de coalescence [voir Fig. 1.1(b)].[18] Burton et Taborek
[19] utilisent une technique de diffusion/dispersion de la lumière passant au travers de
3leurs gouttelettes afin d’estimer l’évolution de la coalescence entre deux lentilles minces
d’alcane (R0 ∼ 3.5mm). Ils obtiennent en effet une évolution rapide du col de coales-
cence mais sans utiliser un modèle d’aplatissement [Fig. 1.1(a)]. Finalement, Paulsen et
al.[20] utilisent le même principe que la méthode électrique de Case et calculent une
évolution du col de coalescence différente des deux travaux précédents dans laquelle le
flux de liquide local à la déformation entraîne l’évolution initiale du col. Ces quelques
exemples décrivent déjà différentes hypothèses sur l’évolution initiale de la coalescence,
et ce, seulement au niveau expérimental. Le modèle théorique fréquemment utilisé (pré-
senté à la prochaine section ci-bas), décrit une évolution uniforme du col de coalescence
et certaines études numériques, en modèle continu, suggèrent la formation initiale de
petites bulles d’air au niveau du col de coalescence tout au long de l’évolution initiale du
rapprochement des deux gouttelettes.[14] Un consensus est donc loin d’être établi et les
méthodes numériques deviennent alors le seul outil permettant de "visualiser" le phéno-
mène à cette échelle, du moins en attendant la mise au point d’une méthode haute-vitesse
d’observation à l’échelle nanométrique. [15]
Figure 1.1 – (a) Image de l’évolution du pont de coalescence ; (b) aplatissement local
des gouttelettes. Les détails de ces images seront repris dans la Section 3.
41.3 Modèle de coalescence
Un modèle généralement accepté pour la coalescence de gouttelettes liquides a été
développé par Hopper[21], Eggers[14] et Duchemin[22] suivant des arguments dimen-
sionnels simples. Dans ce modèle, l’évolution du col de coalescence de gouttelettes, pour
des liquides de faible viscosité, passe par deux régimes dominés respectivement par la
viscosité et l’inertie des gouttelettes. Dans le régime d’inertie, le rayon du col de coales-
cence évolue selon r ∝ τ1/2, où τ est le temps à partir du moment initial de contact entre
les deux gouttelettes. Cette relation est valide lorsque r est plus grand que la "longueur
visqueuse" caractéristique, lv, du liquide des gouttelettes. Ce régime a été retrouvé dans
de nombreuses expériences (e.g. [18–20, 23, 24]) et, puisque r évolue avec le temps, ce
régime sera toujours vérifié pour des temps assez longs de coalescence.
Par contre pour les temps très courts, lorsque les gouttelettes sont complètement im-
mobiles et que r≤ lv, les forces visqueuses vont dominer l’évolution du système. Dans ce
cas, Hopper[21] a développé une solution exacte pour les systèmes en 2 dimensions que
Eggers et al.[14] ont également prouvé applicable en 3 dimensions tant que la distance
entre les gouttelettes soit très petite (do r). Dans ce cas, le rayon du col de coalescence
évolue de façon linéaire : r ∝ τ . Par contre, la longueur visqueuse est très courte pour les
liquides de faible viscosité (e.g. lv ∼ 10 nm pour l’eau) et donc ce régime est impossible
à observer directement, expliquant l’utilité des méthodes indirectes de Case, Burton et
Paulsen mentionnées ci-haut.
La dynamique moléculaire (DM) est alors un excellent moyen pour étudier ce phéno-
mène aux échelles impliquées. Peu d’études de coalescence liquide ont été réalisées par
DM qui, pourtant, procure des résultats très réalistes pour des temps de calculs modestes
si on les compare aux calculs théoriques ab initio.[1, 25–27] De plus, contrairement aux
simulations en mode continu et hydrodynamique, où beaucoup de paramètres doivent
être préalablement estimés (tension de surface, viscosité, densité, etc.), la DM ne dé-
pend que du potentiel d’interaction utilisé.
51.4 Motivations
Dans ce travail, nous étudions donc le phénomène de coalescence de deux goutte-
lettes en phase liquide ayant des rayons à l’échelle du nanomètre en utilisant la DM.
Le premier objectif de ce travail est de vérifier s’il est possible d’observer les diffé-
rents régimes de coalescence attendus[22] et ce pour différents potentiels, matériaux et
dimensions de systèmes utilisés. Notre choix de matériaux s’est arrêté sur le cuivre et
le silicium. En effet, l’étude des gouttelettes à l’échelle du nanomètre est de plus en
plus importante pour de multiples applications en nanoélectronique moderne où il est
primordial de pouvoir contrôler leur grosseur et structure interne.[8, 28] Les nanopar-
ticules de cuivre sont utilisées, par exemple, dans des systèmes d’auto-assemblage[29]
et dans des alliages de fer afin d’en modifier les propriétés physiques, telle la chaleur
spécifique.[30] Les nanoparticules de silicium sont très convoitées pour leurs propriétés
en luminescence.[31, 32] Nous simulerons aussi des modèles dans différentes géomé-
tries soit en 3d, quasi-2d et 2d. Le quasi-2d correspond à une géométrie souvent utili-
sée expérimentalement c’est-à-dire avec de minces lentilles de liquide ayant un rapport
rayon/épaisseur de ≤ 10−3.[19, 33] Finalement, tel que discuté plus haut, les modèles
en 2 dimensions devraient donner des résultats physiquement similaires aux modèles
3d et, si tel est le cas, donneraient un avantage non-négligeable pour la réalisation de
simulations de grandes tailles.
Comme deuxième objectif, nous tenterons d’obtenir de l’information sur l’évolution
topologique initiale de ces nanogouttelettes, immédiatement après la formation du pont
de coalescence, et vérifier si la théorie actuelle est applicable à ces petites dimensions.
Après une introduction des modèles numériques au prochain chapitre, le corps de ce
travail est présenté au chapitre 3 qui est un article soumis et en cours de révision à la
revue Physical Review B.
CHAPITRE 2
MÉTHODE DE CALCUL ET SIMULATIONS
2.1 Dynamique moléculaire
La dynamique moléculaire est une méthode de simulation qui consiste à calculer
l’évolution de la position de chaque particule d’un ensemble suivant un modèle d’inter-
action choisi. Il y a plusieurs modèles d’interaction et pour chacun, des forces et des
faiblesses ; certains sont beaucoup plus précis (e.g. ab initio) mais exigent de se limiter
aux petits systèmes dû à leur temps de calcul important. D’autres modèles, moins précis,
suivent un ajustement de certains paramètres physiques qui ont été mesurés expérimen-
talement (e.g. Cv, Tf , T, etc.) ; ces modèles se nomment potentiels empiriques et ce sont
ces derniers que nous allons utiliser pour nos simulations.
Puisque le sujet de recherche ne se limite pas à un seul type de liquide, nous avons
décidé d’étudier deux potentiels empiriques différents afin d’avoir des points de compa-
raison. Pour la majorité de nos simulations, nous nous sommes servi du code LAMMPS,
soit un code de dynamique moléculaire parallèle "open-source".[34]
Les deux modèles de simulation utilisés, soit le modèle Embedded atom method et le
modèle de Stillinger-Weber, sont expliqués plus en détail au Chapitre 3.3. De plus, tous
les paramètres et constantes utilisés lors de l’application de ces potentiels sont donnés
en Annexe I.
2.2 Préparation des échantillons
Pour chacune de nos simulations, nous nous sommes assurés que chaque gouttelette
était liquide et stable avant de simuler la coalescence. Nous simulons ensuite une gout-
telette à la fois en partant d’un système solide, si possible d’un amas d’atomes de taille
finie en phase amorphe pour en accélérer la fusion,[35] et nous chauffons graduellement
les amas jusqu’à une température au delà du point de fusion. Cette augmentation de
température s’effectue par un ajustement explicite de la vitesse de chaque atome for-
7mant les gouttelettes. Nous diminuons ensuite la température pour atteindre l’équilibre
voulu pour notre système avec un réajustement constant des vitesses de nos particules.
Nous présentons en Annexe II une courte discussion sur la caractérisation liquide des
gouttelettes. Une fois que les gouttelettes sont liquides et stables, nous les "collons" à
une distance intérieure au rayon de coupure des potentiels, sans aucune vitesse initiale
de rapprochement, et simulons la coalescence.
Pour les modèles en quasi-2d, nous relaxons les disques simulés en utilisant des
conditions frontières périodiques en z (l’axe perpendiculaire au plan du disque) donnant
une forme de cylindre infini. Par contre, lors de la coalescence, nous enlevons la pério-
dicité en z afin de simuler des épaisseurs finies (soit entre 8.5 et 13.5 Å) et nous ajustons
à zéro toutes les composantes z de vitesse et force des atomes afin d’empêcher le disque
de reformer une goutte sphérique (énergétiquement favorable dans un milieu sans force
ou pression externe).
2.3 Simulations
En Fig. 2.1, nous présentons les résultats de la coalescence de deux systèmes de gout-
telettes en l-Cu en 2d ayant toutes un rayon initial de 300 Å mais à deux températures
différentes, soit 1700 et 1900 K. Nous présentons le moment initial de leur coalescence
en Figs. 2.1(a1) et (b1), l’image où le rayon du col de coalescence est de la même gran-
deur que le rayon initial des gouttelettes r = R0 (Figs. 2.1(a2)-b(2)) et le temps à coa-
lescence complète (Figs. 2.1(a3)-b(3)). On remarque que la différence en température
change peu, de manière qualitative, la coalescence des gouttelettes. Le mixage semble
identique bien que la coalescence finale semble se produire un peu plus tôt pour le sys-
tème à 1900 K, ce qui est normal puisque les atomes du liquide plus chaud se déplacent
plus rapidement.
Cette même série d’images est présentée pour deux systèmes de l-Cu en 3d soit pour
70Å / 2220 K en Fig. 2.2(a) et 68Å / 1730 K en Fig. 2.2(b). Pour ces gouttelettes en 3
dimensions, nous présentons la coupe au centre des gouttelettes de façon à voir ce qui ce
passe à l’intérieur des systèmes.
8Finalement, en Fig. 2.3(a) nous présentons les résultats du l-Si pour les gouttelettes
initiales de 77Å / 2525 K et en Fig. 2.3(b) pour 77Å / 1800 K.
Figure 2.1 – Évolution de la coalescence de deux gouttelettes l-Cu en 2d. Chaque atome
est représenté par un point bleu ou rouge selon la gouttelette initiale dont il est issu. (a)
Au début de la coalescence, (b) lorsque r = Ro, (c) à coalescence complète.
9Figure 2.2 – Évolution de la coalescence de deux gouttelettes l-Cu en 3d. Chaque atome
est représenté par un point bleu ou rouge selon la gouttelette initiale dont il est issu. Nous
présentons ici une coupe au centre des gouttelettes. (a) Au début de la coalescence, (b)
lorsque r = Ro, (c) à coalescence complète.
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Figure 2.3 – Évolution de la coalescence de deux gouttelettes l-Si en 3d. Chaque atome
est représenté par un point bleu ou rouge selon la gouttelette initiale dont il est issu. Nous
présentons ici une coupe au centre des gouttelettes (a) Au début de la coalescence, (b)
lorsque r = Ro, (c) à coalescence complète.
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Qualitativement, la coalescence est identique pour tous ces systèmes de l-Cu et l-
Si : soit une déformation rapide des deux gouttelettes sans présenter de mélange interne
important avant d’en arriver à la coalescence complète. La diffusion d’atomes internes,
i.e. le mixage, est donc vraiment un élément secondaire de la coalescence et, pour des
gouttelettes de cette taille, ne se produira majoritairement qu’une fois la coalescence
terminée.
On peut tout de même observer un taux de mixage un peu plus élevé pour les sys-
tèmes à grande température (e.g. le l-Si à 2525 K en Fig. 2.3(a3)) et cette différence
découle seulement de la nature liquide de nos gouttelettes puisqu’elles ont la même
taille et sont constituées du même liquide. Par ceci, on démontre qu’il serait très facile
de suivre l’évolution du mixage entre deux gouttelettes de grandeurs ou liquides diffé-
rents en utilisant la dynamique moléculaire comme outils ; ce phénomène a été étudié
pour des montages d’appareil microfluidique de type Lab on a Chip.[4, 36]
À la suite des simulations, nous calculons l’évolution du col de coalescence entre les
deux gouttelettes et utilisons un ajustement suivant la méthode du chi-carré (voir [37])
afin de calculer les différents exposants reliés aux régimes de coalescence observés. La
méthode utilisée pour le calcul des cols de coalescence est présentée en Annexe III et les
calculs des différents paramètres physiques utilisés dans le prochain chapitre (tension de
surface et viscosité) sont donnés en Annexe IV.
CHAPITRE 3
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ABSTRACT
We have studied the coalescence of 3d, quasi-2d and 2d liquid, equal-size Cu and Si
nanodroplets in the viscous and inertial regimes using classical molecular-dynamics si-
mulations. At the onset of coalescence, a bridge (of radius r) between the droplets forms
and develops until the merge is complete. For the 3d and quasi-2d systems, our results
show a transition from a viscous-dominated regime at very short time, where r ∝ τ1, to
a regime dominated by inertial forces at longer time, with r ∝ τ0.5, in agreement with
theoretical models ; the viscous regime is not observed in 2d where only inertial forces
seem to be operating. A detailed analysis of the 3d data suggests that the viscous-to-
inertial crossover length, lc(R0,T ) (with R0 the initial radius of the droplets and T the
temperature), behaves differently in the two systems. While lc ∝ R
1/2
0 and depends only
weakly on temperature in l-Cu, as theory predicts, lc ∝ R0.960 T
0.41 in l-Si. We conclude
from these observations that the prefactor for the dependence of r on time in the inertial
regime is not “universal” and actually depends on system properties, including initial
radius, viscosity, and surface tension.
PACS number : 47.55.df, 68.03.-g
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3.1 Introduction
The process of droplet coalescence is of paramount importance in many industrial
applications such as ink-jet printing, coating technologies, mixing and transportation of
liquids in microfluidic devices, etc.[5–7, 9, 10, 12] It can be observed in nature, in rain
drop splashing and cloud drop coarsening, for instance. Because coalescence is normally
triggered by the rupture of two neighbouring droplets and the subsequent formation of a
bridge,[3] the deformation process offers interesting opportunities for studying the dro-
plet rupture mechanism. In the case of low viscosity and/or nanoscale droplets, present
tools however do not permit a direct observation of the sequence of events starting with
the initial rupture of the droplets to full coalescence, so that most of our current unders-
tanding in this case is based on indirect measurements or theory.[15, 18, 19, 23, 38]
There is ample room for further investigations, therefore, and computer models, in
particular classical molecular-dynamics (MD) simulations, provide an interesting and
powerful avenue for this purpose. That being said, there have been only very few stu-
dies of liquid coalescence using classical MD,[1, 25–27] which possesses the immense
advantage of being able to deal with realistic models at a reasonable computational cost
(as opposed to, e.g., ab initio approaches). Classical MD simulations are based on, and
entirely determined by, empirical or semi-empirical potentials, which can be as realis-
tic as desired (at some cost, however). In contrast, simulations based on continuous or
hydrodynamic approaches require several system properties as input (visocity, density,
surface tension, etc.) ; and while capable of dealing with large-scale systems, these ap-
proaches provide no information on processes at the atomic scale, which is needed for
studying the very early moments of coalescence of nanoscale droplets.
In the present work, using MD simulations with empirical, but realistic, interatomic
potentials, we examine the coalescence (in particular its early moments) of low-viscosity
liquid nanodroplets in different geometries and verify — this is our principal objective
— whether or not these yield the expected transition[22] between viscous-driven and
inertial-driven regimes. Our work also provides insights on how droplets evolve imme-
diately after the rupture which signals the onset of coalescence, a stage not accessible to
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experiment. Indeed, nanoscale droplets are becoming increasingly relevant to various ap-
plications in nanoelectronics, and precise control of the size and structure of the droplets
is required ;[28] it has been shown that the morphology and size of nanoscale agregates
can be controlled by modifying either the characteristic coalescence time or the charac-
teristic collision time, that is the time betwen collision events,[8] and more importantly
whether coalescence is complete before another collision takes place ; hence, a detailed
understanding of the early coalescence regime is of utmost importance.
We are concerned here with two systems of interest for applications and which have
different “chemistries”, viz. Cu and Si : sub-10nm Si nanoparticles are interesting for
their luminescence properties,[31, 32] while Cu nanoclusters are used, e.g., in self-
assembled systems or in iron-based alloys to alter their properties.[29, 30] That being
said, our study focuses on fundamental processes so that these systems may be viewed
as prototypical. A “generic” model such as Lennard-Jones could also be relevant, and
was in fact considered, but lacks the cohesion and stability of more realistic models, a
significant drawback for the study of finite liquid clusters.
A widely accepted model for liquid coalescence has been proposed by Eggers et
al.[14] and Duchemin.[22] According to this model, the evolution of the coalescence
bridge proceeds in two steps, driven respectively by viscous and inertial forces. In the
inertial regime, the radius of the bridge evolves as r ∝ τ1/2, where τ is the time measu-
red from the moment at which the rupture of the droplets takes place ;[22] this is valid
when r is larger than the viscous length lv of the liquid droplets which, for low-viscosity
liquids, is always true for late stages of coalescence since r increases with time. The
inertia-driven behavior has been unambiguously established both experimentally and
computationally.[16, 19, 24]
At very early times, now, when the droplets are essentially still, the onset of coa-
lescence results from overcoming the surface tension and, therefore, viscous forces are
expected to be the main driving factor. Hopper has developed an exact solution for 2d
systems[21] that has been shown to apply to 3d system as well[14] provided that the dis-
tance between the droplets d << r. Here, the scaling law is of the form r ∝ τa, where a
is close to unity. This model should hold irrespective of liquid viscosity as long as r < lv.
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Since lv is very small for low-viscosity fluids (e.g., ∼10 nm for water), the viscous be-
havior is practically unobservable by direct means ; recent experiments using electrical
currents to monitor coalescence are consistent with the Hopper formula, but the hypo-
thesis underlying the interpretation of the experimental data, in particular with regards
to the initial deformation of the droplets, remain to be verified.[18–20]
Indeed, it is not clear at present how the rupture that opens the way to coalescence
proceeds, in particular whether it obeys the “normal” behavior, which follows from the
assumption that the tips of the droplets remain quadratic as they evolve, as illustrated in
Fig. 3.1(a), i.e., d ∝ r2, or if, rather, they are slightly flattened with the distance between
them remaining roughly constant, d = d0, as illustrated in Fig. 3.1(b).[14, 18, 19, 38]
In any case, at long enough times (typically µs for millimeter-size drops), the square-
root behavior is recovered ; the point at which the transition takes place between the two
regimes is usually described in terms of the characteristic lengths lv and the Ohnesorge
number Oh, which we will discuss in Section 3.2.
Figure 3.1 – (a) “Normal” coalescence, with d = r2/R0, where d is the distance between
the two droplets at distance r (= neck radius) from the horizontal symmetry axis ; (b)
topological deformation in the initial linear bridge formation with d = d0, d0 being the
initial distance between the droplets.
We thus aim in the present study at assessing the nature of the different regimes ope-
rating in various conditions, in particular dimensionality, droplet size and temperature.
As noted above, we have considered two different materials, copper and silicon, in three
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different geometries : full 3d, quasi-2d (thin disks), and real 2d. The quasi-2d systems
are relevant because they correspond to a geometry often used in experiment,[19, 33]
viz. thin, liquid, lens-shape droplets with aspect ratio ≤ 10−3. The 2d systems, for their
part, are expected to be equivalent to 3d systems according to Eggers et al.[14] ; this
makes them evidently interesting because they are easily amenable to very large-scale
simulations (as also are quasi-2d models), a non negligible advantage.
Anticipating our results, we find both the 3d and quasi-2d systems to exhibit a transi-
tion from an r∝ τ behavior (viscous) to an r∝ τ0.5 behavior (inertial), in agreement with
theory. In contrast, the exact 2d system exhibits only the r ∝ τ0.5 behavior, i.e., the initial
viscous regime appears to be absent ; we propose an explanation for this observation in
terms of coordination and cohesion. We have analyzed the simulation data to understand
more precisely the role of initial droplet radius, temperature and material properties. This
transition of the viscous-to-inertial behaviour can be characterised by a radius called the
crossover length, lc(R0,T ), and theory predicts that it should follow a universal evolution
for all types of materials. In our calculations, we find that lc(R0,T ) behaves differently
in the two systems : while lc ∝ R
1/2
0 and depends only weakly on temperature in l-Cu,
as theory predicts, we calculate lc ∝ R0.960 T
0.41 in l-Si. These observations suggest that
the prefactor for the dependence of r on time is not “universal”, as usually believed, but
actually depends on system properties, in particular initial radius, viscosity, and surface
tension.
3.2 Theoretical considerations
The onset of coalescence is signaled by the rupture of the surfaces of the droplets and
the formation of a bridge, of radius r, that rapidly fills the distance d between the drops as
they merge (Fig. 3.1). For low-viscosity fluids, the coalescence process is largely driven
by inertial forces ; a scaling law follows from equating the capillary forces to the inertial
forces :[14]
R0σ
r2
∝ ρ(
dr
dt
)2, (3.1)
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where σ is the surface tension, ρ the density of the liquid, and R0 the initial radius of the
drops (assumed to be of equal size). Solving Eq. 3.1 we obtain the dependence on time
of the radius of the bridge :
r = c(
σR0
ρ0
)1/4(t− t0)1/2 = c(σR0ρ0 )
1/4τ1/2, (3.2)
with t0 the time at which rupture takes place (and t− t0 ≡ τ) and c a constant of the order
of unity.[14, 18, 22, 23] This scaling law assumes that the bridge radius is larger than the
viscous length of the liquid, r > lv ; we return to this point later in this section.
As noted earlier, irrespective of liquid viscosity, a linear dependence of r on τ is
expected if r < lv and d << r as viscous forces dominate the flow of liquid matter at very
early moments of coalescence.[14, 21] For drops immersed in an inviscid environment
(i.e., where viscous forces from the environment are negligible), we have :[14, 21]
r = c′′
σ
η
τ, (3.3)
where η is the viscosity of the liquid droplets and (asymptotically) c′′ = − 1pi ln( στR0η ).
Experiment suggests that the logarithmic dependence on time is weak,[19, 20, 23] at
best, i.e., r depends linearly on τ , with c′′ a constant of order unity ; evidently, the actual
state of affairs would depend on the range of values of τ covered by the experiment as
well as the initial radius R0.
Solving Eqs. 3.2 and 3.3 for τ yields the characteristic bridge radius (crossover
length) between the two regimes (viscous and inertial) :
lc = η(
c2
c′′
)
√
R0/(σρ0), (3.4)
where c′′ would be calculated at the crossover time τ = τc. For low-viscosity liquids,
viscous forces operate on very short timescales and coalescence rapidly crosses over to
a state which is dominated by inertial forces, as described by Eq. 3.2.
A linear regime may also be shown to derive from considering that the local defor-
mations of the droplets near the coalescence bridge are non-quadratic. Indeed, Case et al.
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have shown that a linear behavior emerges if one assumes that the droplets are slightly
flat when coalescence begins, as illustrated in Fig. 3.1(b), so that d is essentially constant
(= d0).[18, 38] With this new geometry, and given the relation between the length of the
bridge and its radius, d = r2/R0 (see Ref.14), Eq. 3.1 becomes :[18, 38]
σ
d0
∝ ρ(
dr
dt
)2, (3.5)
yielding
r = c′(
σ
ρd0
)1/2τ. (3.6)
Solving Eqs. 3.2 and 3.6 for τ yields the characteristic bridge radius (crossover length)
between the two regimes :
lc =
c2
c′
√
R0d0. (3.7)
In this model, the transition between the two regimes is related to topological features of
the deformation. Thus, Eq. 3.6 dominates the flow until the flattening disappears and the
normal inertial behavior, Eq. 3.2, takes over.
The above formalism assumes that the fluids have low viscosity, e.g., water, for which
η ∼ 1 mPa·s.[14] The systems we investigate here, l-Si and l-Cu, have simulated visco-
sities in the range 0.37–0.6 mPa·s and 1.5–2.4 mPa·s, respectively, depending on tem-
perature, which can also be considered as “low” (see Appendix IV for the details on the
calculation of η).[39–42] This can in fact be assessed more precisely by considering the
Ohnesorge numbers and the viscous lengths of the fluids.
The Ohnesorge number, given by Oh = η/
√
ρσR0, relates the viscous forces to the
surface tension and inertial forces. A low value of Oh indicates a lesser influence of
viscosity.[43, 44] When Oh > 1, viscous forces dominate and retarding the process ;
in contrast, when Oh < 1, inertial forces dominate.[43] For l-Cu, Oh ∼ 0.1− 0.3 (vs.
∼ 0.001 for millimeter-size water droplets), while Oh ∼ 0.07− 0.15 for l-Si ; note that
the surface tension, σ , varies with temperature.[42, 45] Surface tension calculations are
explained in Appendix IV while the density and radius (ρ ,Ro) are calculated from our
simulations. Thus, both our systems should be inertia-dominated and Eq. 3.2 should
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apply. However, because the Oh values of our systems are relatively close to the “critical”
value (=1), we expect a significant influence of viscous forces, especially early in the
coalescence process when the drops are completely still.
Also, in order to determine the relative importance of viscous forces, the viscous
length parameter, lv = η2/(ρσ), may be compared to the bridge radius r : when r > lv
the inviscid theory would apply. Here we have lv ∼ 0.7− 1.7 Å and lv ∼ 3.2− 6.5 Å
for l-Si and l-Cu, respectively. Thus, again, both our systems are close to the viscous-
inertial crossover point : lv ∼ r early in the coalescence process, but as time proceeds, r
will surpass lv so that the scaling law predictions of Eq. 3.2 apply.
3.3 Computational details
As mentioned above, we considered two different materials in order to assess the
universal character of the coalescence process and the relevant models, viz. l-Cu and
l-Si. For l-Cu, we studied the problem in three different geometries — 3d, quasi-2d, and
2d ; in all cases, the embedded-atom method (EAM) potential has been used,
Ei = Fα(∑
j 6=i
ρα(ri j))+
1
2∑j 6=i
φαβ (ri j) (3.8)
with parameters appropriate to each configuration (2d — Refs. 46, 47 ; quasi-2d and
3d — Ref. 48). The radius of the 2d nanodroplets ranged between 30 and 100 nm and
temperature was varied between 1700 and 2000 K ; the latter are high enough for coales-
cence to proceed swiftly, but low enough that evaporation is not a significant problem.
In quasi-2d and 3d geometries, the radius of the droplets was in the range 5–35 nm, and
temperatures in the range 1700–2500 K — note that Tmelt ∼ 1320 K in 2d and ∼ 1380 K
in 3d (both EAM), and Tboil = 2835 K (experiment — cf. Refs.47, 49, 50). The systems
we study here are nanometer size but nevertheless satisfy the d << r condition, at least
early enough in the coalescence process, so that viscous forces should be meaningful.
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For l-Si, the Stillinger-Weber potential[51, 52] was employed :
E =∑
i
∑
j 6=i
φ2(ri j)+∑
i
∑
j 6=i
∑
k> j
φ3(ri j,rik,Θi jk) (3.9)
where φ2 and φ3 represent two-body and three-body interactions, respectively. Here the
droplets varied in radius between 7 and 12 nm and temperature between 1800 and 2500
K, vs. Tmelt = 1691K (SW) and Tboil = 3538K (experiment).[53]
Prior to simulating the coalescence process, the nanodroplets were prepared indivi-
dually by melting and stabilizing quasi-spheres (3d), thin disks (quasi-2d), or disks (2d)
of material. These were then placed in near-contact to one another, i.e., at a distance
slightly shorter than the interaction range of the potentials. No initial velocities were
given to the droplets so that coalescence is purely energy driven. For the particular case
of quasi-2d droplets, which consist of disks of finite thickness (8.5Å to 13.5Å), periodic
boundary conditions in the z direction (perpendicular to the plane of the droplets) are
imposed during the relaxation stage ; these are removed during coalescence and the geo-
metry is maintained by forcing the z component of all velocities and forces to zero so
that the system cannot deform to a sphere, as it would aspire to do.
All simulations were performed using our own computer programs as well as the
package LAMMPS, an excellent open-source multiprocessor classical MD code.[34]
Following each simulation, the average bridge radius was determined using a surface-
finding algorithm. For the 3d systems, this was done by rotating a 2d plane in 10-degree
increments for a total of 18 different images per simulation. Also, most of the simulations
were repeated several times in order to improve statistics — overall, we examined 25
systems in 2d, 4 systems in quasi-2d and 27 systems in 3d.
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3.4 Results
3.4.1 Power-law regimes
3.4.1.1 3d models
We discuss first the dependence of the bridge radius on time in order to assess the
existence of the two power-law regimes and the crossover between them. An example
of this is presented in Fig. 3.2 for the coalescence of two l-Si droplets of initial size 77
Å at temperature T ∼ 2000 K. The two regimes — viscous and inertial — are clearly
visible ; they are fitted to power laws [log(r) = α ∗ log(τ)+ e], were r is the radius of
the coalescence neck, τ the time of coalescence, α the corresponding exponent of the
power law and e an adjustment constant. This fit is calculated within the adjusted limits
indicated in Fig. 3.2, a to b for the viscous regime and c to d for inertial regime ; also
indicated is the crossover length lc. Likewise, we show in Fig. 3.3 corresponding results
for l-Cu nanodroplets of different sizes and at different temperatures.
The 3d systems we examined all display the two-regime behavior. The various para-
meters characterizing the two regimes — viscous and inertial exponents, and crossover
length — are presented in Tables 3.I and 3.II. To summarize these results, the power
law exponents for the viscous and inertial regimes average to 0.9±0.2 and 0.52±0.02
for l-Cu droplets, and 1.00± 0.08 and 0.53± 0.03 for l-Si droplets, in agreement with
both the linear and square-root behaviors discussed earlier (modulo the statistical error).
Note that it has been proposed that the flattening effect may result from the presence of
a fluid (e.g., air or surfactant) in which the droplets are lying in real experiments ;[38]
our simulations seem to rule out this possibility since the droplets are in vacuum. Hence,
the existence of two regimes would be inherent to the coalescence process. As for the
crossover length, this will be discussed in Sec. 3.4.3.
3.4.1.2 2d models
We proceed now with a corresponding study for the 2d l-Cu models. Typical results
for the variation in time of the bridge radius are presented in Fig. 3.4 and summarized
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Figure 3.2 – Bridge radius as a function of time for 77-Å l-Si droplets at 2000 K. The
decrease of the bridge radius at the end of the simulation is due to the rebound effect of
full coalescence since both droplets have acquired speed towards each other : the final
droplet will deform into an oval shape before reshaping into a round droplet.
in Table 3.III. While we do consistently observe the inertial regime, with an average ex-
ponent of 0.55±0.04, i.e., close to the predicted value of 0.5, the linear viscous regime
is, at best, ill-defined. As can be seen in Table 3.III and Fig. 3.4, the viscous-inertial
transition is seldom observed and the viscous power-law is certainly not linear. In addi-
tion, the crossover lengths that we can reasonably extract from the data are in complete
disagreement with the values predicted on the basis of Eqs. 3.4 and 3.7 ; the latter were
deduced from quasi-2d and 3d simulations to serve as reference, recalling that, accor-
ding to Ref.14, lc is independent of dimensionality. The crossover length is discussed in
more detail in Section 3.4.3.
The above results can be explained, to some degree, by considering the differences in
the coordination numbers and binding energies between 2d and 3d systems. The viscous
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Figure 3.3 – Bridge radius as a function of time for different l-Cu droplets, as indicated ;
the 90-Å and 70-Å curves have been shifted down for clarity. The lines are the fitted
power laws to each bridge evolution.
regime is, by definition, dominated by viscous forces as these oppose resistance to the
deformation of the droplets. If the binding energy and average coordination are “small”,
the overall resistance to deformation is reduced, thus promoting an inertia-driven me-
chanism. This is the situation for 2d systems ; as indicated in Table 3.IV, the average
coordination and binding energy of the 2d systems are much smaller than for the 3d
systems. It appears, in fact, that 2d systems are relatively unstable in the period during
which the bridge starts to form (because viscous forces are too weak) and rapidly move
to inertia-dominated dynamics soon after the bridge forms.
To ascertain this explanation, we undertook to examine quasi-2d systems, for which
the topological limitations on coordination and binding energy should be largely remo-
ved, and which, it so happens, correspond more closely to the real “lens geometry” used
in experiment. We discuss this next.
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Tableau 3.I – Parameters characterizing the coalescence regimes — exponents of the
power laws in the viscous (αViscous) and inertial (αInertial) regimes as well as the crossover
lengths (lc) — for the l-Cu droplets at the initial radii and temperatures indicated. The
number in parenthesis is the “error bar” on the last digit due to the fit.
R0 (Å) T (K) αViscous αInertial lc (A)
52 2024 0.92(4) 0.508(2) 30
54 2523 0.95(2) 0.510(2) 34
67 1815 0.64(2) 0.526(1) 35
67 2015 0.95(2) 0.534(1) 46
68 1726 0.93(2) 0.526(1) 33
70 1766 1.36(9) 0.530(1) 41
70 1864 0.83(3) 0.537(1) 37
70 1964 1.05(3) 0.534(1) 38
70 2118 1.14(7) 0.548(1) 38
70 2219 1.02(2) 0.553(1) 42
70 2311 0.77(8) 0.526(1) 24
70 2496 0.67(2) 0.526(2) 38
80 2514 1.03(5) 0.506(3) 51
90 2515 0.96(4) 0.497(7) 48
111 2504 0.77(5) 0.462(4) 54
Tableau 3.II – Same as Table 3.I for the l-Si droplets.
R0 (Å) T (K) αViscous αInertial lc (Å)
77 1796 1.06(4) 0.574(1) 48
77 1926 0.95(3) 0.552(1) 51
77 2023 1.03(3) 0.549(1) 46
77 2125 1.07(3) 0.526(1) 46
77 2215 0.97(3) 0.5201(6) 43
77 2327 0.92(4) 0.548(1) 50
77 2423 1.05(3) 0.556(1) 44
77 2525 0.93(5) 0.501(1) 58
80 2530 1.13(4) 0.545(5) 52
90 2518 0.83(7) 0.496(2) 71
121 2510 1.02(9) 0.483(3) 78
3.4.1.3 Quasi-2d models
We present in Table 3.V and Fig. 3.5 the results for the quasi-2d systems. As could
be expected from the discussion above, we observe in all cases a well-defined tran-
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Figure 3.4 – Bridge radius as a function of time for l-Cu 2d droplets. For clarity the
results have been shifted up and down (except those for 300-Å 1900 K droplets). See
table 3.III for a complete list of results.
sition from viscous-dominated to inertial-dominated coalescence, with corresponding
exponents of 1.0± 0.1 and 0.54± 0.04, in close agreement with the predictions of the
linear and quadratic models, respectively. Thus, true 2d systems appear not to exhibit the
viscous-force dominated regime and, in effect, a thin, but finite extra dimension seems
to be required for it to emerge ; this is certainly the case for nanoscale droplets where the
definition of viscosity or viscous forces becomes problematic.
3.4.2 Dependence on temperature and initial radius
We examine in more detail here the effect of temperature and initial radius on the
coalescence process. In the inertial regime, Eq. 3.2 can be rewritten by introducing the
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Tableau 3.III – Power-law exponents for the two regimes as well as measured and cal-
culated crossover lengths for the coalescence of 2d l-Cu droplets ; for lc, the measured
value is obtained by fitting to the data while the calculated value is obtained by fitting to
Eqs. 3.4 and 3.7.
R0 (Å) T (K) αViscous αInertial lc (Å)
Meas. Calc.
300 1710 −− 0.487(4) −− 44
300 1903 1.2(2) 0.598(1) 20 44
300 2001 1.1(1) 0.536(1) 35 44
375 1994 0.9(2) 0.500(1) 19 50
430 1994 −− 0.511(2) −− 54
491 1884 0.92(8) 0.575(2) 67 58
492 1799 0.8(1) 0.498(1) 48 58
493 1720 0.61(6) 0.556(2) 77 58
496 1992 0.90(5) 0.611(4) 30 58
952 2013 0.26(1) 0.554(2) 145 84
960 1724 0.42(2) 0.599(1) 51 84
Tableau 3.IV – Coordination and binding energy for 2d and 3d l-Cu at T∼2000 K
Dimension Ave. Coord. Binding energy (eV)
2d 5.8 2.3
3d 12 3.0
Tableau 3.V – Same as Table 3.I for the quasi-2d l-Cu droplets.
R0 (Å) T (K) αViscous αInertial lc (A)
335 2201 0.88(5) 0.539(4) 87
350 2518 1.16(3) 0.485(5) 107
354 2406 0.93(3) 0.550(3) 109
360 2323 1.03(3) 0.588(2) 93
characteristic inertial time,[24] τi =
√
ρR30/σ , as follows :
r/R0 = c(τ/τi)0.5; (3.10)
τi must be calculated for each system since it depends on droplet size and temperature.
For the l-Cu droplets, τi varies between 35 ps for 52-Å droplets and 558 ps for 360–Å
droplets. For l-Si droplets τi is consistently smaller at equivalent radius — e.g., τSii = 40
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Figure 3.5 – Bridge radius as a function of time for the quasi-2d droplets. The 350-Å
and 360-Å curves have been shifted down for clarity.
ps for a 80-Å droplet at 2500K while τCui = 59 ps.
We present in Fig. 3.6a our results for the radius of the coalescence bridge as a
function of time for the l-Cu droplet simulations reported in Table 3.I ; Fig. 3.6b shows
the same data after rescaling the time by τi and the radius by R0. The different curves now
collapse onto a single one whose slope is ∼ 0.84± 0.09, corresponding to the value of
c in Eq. 3.10. The exact value of this constant is not known : as indicated in Table 3.VI,
some experiments indicate that it lies in the range 1.03–1.29 (Refs. 23, 24) while the
numerical calculations of Duchemin et al. (using a boundary integral method) suggest
c = 1.62 irrespective of liquid.[22] The later appears to be inconsistent with the values
from both experiment and the present work. One obvious difference is the size regime
investigated, given in Table 3.I, much smaller in Duchemin et al.. In any case, c∼ 1 and
the exact value evidently depends on the type of material, as can be inferred from Table
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3.VI. This is indeed what we find — cfit = 0.84±0.09 for l-Cu and c = 0.91±0.05 for
l-Si ; we note in passing that larger values of σ seem to be correlated with smaller c, as
observed here.
Tableau 3.VI – Numerical and experimental values of constant c in Eq. 3.2 ; also indi-
cated are the surface tension σ and the viscosity η , as well as the maximum size ratio
r/R0 investigated. Liquid types preceded by a ∗ are experimental measurements.
Liquid type r/R0 (max) σ (mN/m) η (mPas) c
Numerical[22] 0.035 – – 1.62
∗Methanol[24] 0.5 22 0.59 1.29(5)
∗Silicon Oil[23] 0.5 20 5 1.24
∗Water[23] 0.5 72 1 1.14
∗Silicon Oil[23] 0.5 20 20 1.11
∗Water[24] 0.5 72 1 1.09(8)
∗Water/Glycerin[24] 0.5 67.4 14.1 1.03(7)
l-Cu (this work) 1.1 ∼1000 ∼2 0.84(9)
l-Si (this work) 1.1 ∼800 ∼0.5 0.91(5)
The situation is far less clear for l-Si as can be appreciated from Fig. 3.7. The resca-
ling, shown in Fig. 3.7b, is not at all perfect ; we note, in particular, that the deviations are
more pronounced for droplets with larger initial radius and temperature, which evolve
supralinearly, i.e., faster than for smaller/colder droplets. In order to improve — or rather
assess — the “universal” character of the data, we introduced a different characteristic
inertial “time” τi2 = τi
√
Ra0T
b and varied a and b so as to minimize the deviation in
the r/R0 axis. The best solution was found when a = −1.24 and b = −0.77. The re-
sults are displayed in Fig. 3.7c. [In order to check our procedure, we have performed a
corresponding calculation for Cu and found a = 0 and b ∼ −0.2 which yields a tempe-
rature dependence T 0.05, clearly negligible (and within error) for the temperature range
considered here ; this result is consistent with the almost perfect fit of Fig. 3.6(b).]
There can be several explanations for the fact that the l-Si data does not follow the
expected behavior. One possibility is that the coalescence process, especially on such
short length scales, is more sensitive to the physical properties and the initial topology of
the droplets than assumed in the theoretical models. With this in mind, we can substitute
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τi2 in Eq. 3.10 and expand to yield the following expression for the scaling law :
rSi ∼ c(R0σρ )
1/4τ1/2(R0.30 T
0.2). (3.11)
While this operation is somewhat ad hoc, it does demonstrate that materials are not all
born equal, i.e., the scaling law does depend on the specifics of the material. In particular,
here, we see — and this is coherent with our observations pertaining to Table 3.VI —
that l-Si droplets are more sensitive to initial physical parameters, notably R0, as well as
temperature. Thus, the constant c, far from being universal, is material and temperature
dependent, viz. c = c(R,T,σ ,η). To pursue on this, we have found that the values of the
constants in Table 3.VI could be well described by the ad hoc formula we constructed,
c = 2/(σ0.13η0.06) and compared to constant values in Table 3.VII. Evidently, the fit is
empirical but does demonstrate the sensitivity of c to material properties.
Tableau 3.VII – Numerical and experimental values of c (cf. Table 3.VI) compared to
fitted values cfit = 2/(σ0.13η0.06) (see text).
Liquid type c c f it
Methanol[24] 1.29(5) 1.38
Silicon Oil[23] 1.24 1.23
Water[23] 1.14 1.15
Silicon Oil[23] 1.11 1.13
Water[24] 1.09(8) 1.15
Water/Glycerin[24] 1.03(7) 0.98
l-Cu (this work) 0.84(9) 0.78
l-Si (this work) 0.91(5) 0.88
3.4.3 Crossover length
The crossover length lc is a clear expression of the passage from the viscous regime
to the inertial regime. This can be extracted from the coalescence data presented above or
calculated using Eqs. 3.4 or 3.7, which both state that lc ∝
√
R0, with R0 the initial radius
of the droplets. We present in Fig. 3.8 a plot of the simulated lc as a function of R0 for
both l-Cu and l-Si droplets. For l-Cu, a fit to the MD data yields an exponent of 0.57±
0.04 which is consistent with the models presented above. The value of the slope — the
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constant in lc = CR0.570 — is 8.25× 10−5 ; this can be used to establish the connection
with the models summarized in Eqs. 3.4 and 3.7, namely C = η( c
2
c′′ )
√
1/(σρ0) for the
“normal” behavior and C = c
2
c′
√
d0 for the flattening model, respectively ; recall that
c = 0.84.
For the flattening model we find c′Cu = 0.17, somewhat smaller than the value gi-
ven by Case et al., c′ ≈ 1 (Ref. 18). For the “normal” behavior, now, we have c′′Cu =
0.15− 0.22 [averaged to 0.18(2)]. This can be compared to the corresponding value
of c′′ = − 1pi ln( στR0η ) from Eq. 3.3 at the simulated crossover time, τ = τc, viz. c′′ =
0.12− 0.45 (average at 0.22± 0.12), remarkably close to the values from our simula-
tions. We conclude from this that l-Cu follows the “normal” behavior of early coales-
cence rather than the flattening behavior. Also, our results indicate that the logarithmic
term in c′′ is significant (cf. Eq. 3.3) and neglecting it (so that c′′ ≈ 1) is probably not
warranted,[19, 20, 23] at least at τc, noting however that the argument evidently depends
on the ratio τ/R0.
A corresponding calculation for l-Si yields lc ∝ Ra0, with a= 1.0±0.3, larger than the
value of 0.5 provided by the models discussed earlier (Eqs. 3.4 and 3.7), but expected in
view of the “unusual” dependence of rSi found above, Eq. 3.11. Using the later equation
together with Eqs. 3.3 and 3.6 for the viscous regime, we obtain a crossover length of
the form (same for normal and flattening models) :
lc = CR1.10 T
0.4. (3.12)
This prediction can be assessed by fitting the numerical lc data for l-Si to CRa0T
b, which
yields a = 0.96 and b = 0.41, in remarkable agreement with the values of Eq. 3.12,
thus providing evidence for its validity, i.e., l-Si does not obey the usual R0.50 T
0 = R0.50
dependence. However, the agreement of the numerical data with the predictions of Eqs.
3.4 and 3.7 indicates that the viscous regime is normal, provided that rSi is described by
Eq. 3.11. Whether the deformation is quadratic (Eq. 3.4) or flattened (Eq. 3.7) however
remains to be determined. We have tried to resolve this issue on the basis of the constants
(c′ and c′′) that we could extract from the MD data and the results are inconclusive. This
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Figure 3.8 – Crossover length as a function of initial droplet radius for the 3d l-Cu and
l-Si models.
may result from a limitation of the theory or a peculiarity of the potential model (SW) ;
further investigations are necessary to resolve this point.
3.5 Conclusion
Using MD simulations, we have studied the coalescence of nanoscale liquid silicon
and liquid copper droplets in 2d, quasi-2d and 3d geometries. We find that the 3d and
quasi-2d systems undergo a transition from a viscous regime, where the radius of the
bridge rviscous ∝ τ , to an inertial regime, where rinertial ∝ τ1/2, irrespective of initial dro-
plet size and temperature. In 2d, only the inertial regime is observed ; the lower coordi-
nation number and binding energies cause the droplets to be more prone to deformations,
thus favoring the inertia-driven behavior.
Our results for l-Cu, viz. the time dependence of the bridge radius r and the crossover
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length lc between viscous and inertial regimes, are consistent with experiment,[18, 19,
23, 24] as well as the theory of Eggers[14] and Duchemin,[22] more precisely lCuc ∝
√
R0.
However, the prefactor affecting the time dependence of the radius in the inertial regime,
r/R0 = c(τ/τi)0.5, is smaller than predicted by theory, and in fact sensitive to specific
properties of the material, i.e., not universal. Our results, further, suggest that the viscous
regime is “normal”, i.e., quadratic deformations as opposed to flattened. The situation is
more complex in l-Si, where the dependence on initial parameters is stronger ; indeed,
we have here r ∝ R0.50 T
0.2 and lc ∝ R10T
0.5 while theory predicts r ∝ R0.250 and lc ∝ R
0.5
0 .
Thus, again, these results indicate that the inertial regime constant for the evolution of
the bridge radius, c, is material and temperature dependent, c = c(R,T,σ ,η).
The systems we considered — l-Cu and l-Si — may not be ideal representations of
experimental situations, but were chosen because they are prototypical and easily ame-
nable to the large-scale simulations needed to investigate the problem. Irrespective of
the specifics of the two materials, our results demonstrate clearly the transition from a
viscous-dominated to an inertial-dominated regime. The transition is however not uni-
versal in the sense that the parameters describing the two regimes and the crossover
between them depends to some level on the properties and the chemistry of the materials
involved.
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CHAPITRE 4
CONCLUSION
Nous avions plusieurs objectifs dans ce travail : premièrement de vérifier si la dyna-
mique moléculaire est un outil adéquat afin d’étudier les moments initiaux de la coales-
cence entre deux gouttelettes liquides de même taille et plus précisément s’il est possible
d’observer les deux régimes de l’évolution du col de coalescence pour des gouttelettes
à faible viscosité comme prévue par la théorie.[14, 22] Par ailleurs, nous voulions don-
ner un peu plus de détails sur le type de déformation que les gouttelettes subissent aux
premiers moments de coalescence après leur contact initial.
Nous avons fait l’étude utilisant deux potentiels différents : le modèle de Stillinger-
Weber (SW) pour des gouttelettes de silicium en 3d et le modèle Embedded Atom Method
(EAM) pour des gouttelettes de cuivre en 2d, quasi-2d et 3d. Qualitativement, l’évolution
de la coalescence de tous ces systèmes est identique : ils évoluent depuis la formation
d’un col de coalescence suivi d’une déformation rapide des deux gouttelettes initiales
sans toutefois démontrer un mixage important des atomes de chaque gouttelette. La dif-
fusion inter-gouttelettes des atomes se produit tout de même dû à la nature liquide de
nos systèmes mais à une échelle beaucoup moins rapide que la coalescence elle-même.
Pour des liquides miscibles, ce phénomène pourrait être plus important si nous avions
deux gouttelettes de taille ou liquide différents.
De façon plus quantitative, nous avons étudié l’évolution en temps, τ , du rayon du
col de coalescence, r, formé entre les deux gouttelettes pour les deux systèmes de l-
Cu et l-Si. Indépendamment de la taille et température initiale des gouttelettes, nous
observons le régime inertiel de la coalescence comme prévu par Eggers et al.[14], où
r ∝ τ0.5 et ce, avec des systèmes en 2d, quasi-2d et 3d. Pour les systèmes en quasi-2d et
3d, nous observons également le régime initial visqueux de la coalescence où l’évolution
est linéaire dans le temps (r∝ τ).[14] Cette linéarité n’est pas présente de façon constante
pour les système en 2 dimensions ; une coordination et énergie de liaison plus faible des
ces systèmes favorisent le régime inertiel du processus.
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Finalement, nous démontrons que la coalescence des gouttelettes de l-Cu est en par-
fait accord avec les modèles théoriques et que la déformation initiale de ces gouttelettes
suit un régime visqueux sans aplatissement local contrairement à ce que suggère la mé-
thode d’observation indirecte de Case.[18] Par contre, ceci n’est pas la cas pour les
gouttelettes de l-Si où nous démontrons que l’evolution de leur coalescence dépend de
façon plus significative des paramètres initiaux de nos gouttelettes, soit le rayon initial
R0 et la température T , en comparaison aux prédictions théoriques et à l’évolution des
gouttelettes de l-Cu. Ces résultats suggèrent que la constante dite universelle c = 1.67
du modèle analytique de Eggers et al.[14] devrait en fait être variable en fonction des
paramètres physiques de nos gouttelettes : c(σ ,η ,R0).
Dans la poursuite de ces travaux, il serait premièrement intéressant de vérifier si nous
pouvons retrouver le régime visqueux de la coalescence en simulant des gouttelettes ma-
croscopiques en parfait 2d comme le prévoit le modèle en milieu continu.[14, 21] Dans
ce même ordre d’idée, des simulations de gouttelettes ayant un rayon initial beaucoup
plus grand, soit de l’ordre du micron ou du millimètre, donneraient potentiellement des
résultats plus stable au niveau du calcul du col de coalescence et ainsi qu’une comparai-
son plus directe avec les expériences. Par contre, de telles simulations seraient rapide-
ment très couteuses en temps de calculs, approchant la limite de l’utilité et faisabilité de
la dynamique moléculaire.
De plus, la simulation des gouttelettes de l-Si en utilisant un autre potentiel que le
SW pourrait confirmer si la différence de l’évolution de la coalescence observée est
due à une particularité du potentiel ou si les modèles théoriques sont incomplets. Une
autre approche serait de mener une étude de modification des paramètres à trois corps
du potentiel SW en se concentrant sur la phase liquide du Si ; le travail ayant déjà été
fait pour le silicium amorphe. [54] Puisque la viscosité est issue de la résistance à la
déformation du liquide, et donc de la cohésion des atomes à leurs voisins, il serait fort
intéressant de vérifier si une telle modification aurait un impact au niveau de l’évolution
du col de coalescence et au niveau des différentes dépendances aux paramètres initiaux,
soit Ro et T . Il serait aussi utile de refaire ces mêmes études avec un nombre élevé
de liquides différents et, si possible, simuler des liquides mesurés expérimentalement
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(e.g. l’eau et le méthanol), afin d’appuyer notre conclusion qui entrevoit une constante
d’évolution du col non-universelle à tous les liquides de faible viscosité. Suivant cela
et la construction d’un modèle représentatif des résultats, il faudrait faire une étude de
validité de ce modèle et vérifier la limite en viscosité pour laquelle ce modèle reste
valide.
Finalement, il serait intéressant d’effectuer la même étude avec des gouttelettes de
différentes grandeurs et de différents liquides afin de créer une diffusion d’atomes in-
ternes importante (induite par différence d’inertie ou potentiel chimique) et étudier plus
en détail le mixage passif induit par coalescence. Cette méthode est utilisée dans de
nombreuses expériences microfluidiques et nous avons su démontrer que la dynamique
moléculaire serait un excellent outil de travail pour en faire l’étude.
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Annexe I
Paramètres des potentiels EAM et SW
Tableau I.I – Paramètres du potentiel EAM [48]
Numéro atomique 29
Masse (g/mol) 63.550
Constante de réseau (Å) 3.6150
Type de réseau FCC
Rayon de coupure rc (Å) 4.95
Tableau I.II – Paramètres du potentiel SW [51]
Unité d’énergie ε (eV) 2.1683
Unité de distance σ (Å) 2.0951
Coupure a 1.80
3 corps λ 21.0
3 corps γ 1.20
3 corps cosθ0 -0.333333333333
2 corps A 7.049556277
2 corps B 0.6022245584
2 corps p 4.0
2 corps q 0.0
Rayon de coupure rc (Å) aσ
Annexe II
Caractérisation des gouttelettes
Nous rapportons, en Fig. II.1, les résultats du calcul de la fonction de distribution
radiale (FDR) pour le silicium liquide en 3d (potentiel SW) et le cuivre liquide en 2 et
3d (potentiel EAM). Les courbes de FDR des trois modèles sont très représentatives des
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Figure II.1 – Fonction de distribution radiale g(r) du l-Cu en 2 et 3 dimension et du l-Si
pour des températures spécifiques.
phases liquides de chaque simulation. De plus, en Fig. II.2, nous présentons les résultats
des calculs de distribution angulaire pour nos deux modèles en trois dimensions en uti-
lisant le premier minimum de FDR comme distance de premiers voisins. Ces résultats
sont typiques d’une phase liquide et sont en accord avec les calculs ab initio de Ganesh
et Widom[55] qui observent un pic à 56◦ et à 110◦ pour le l-Cu et les calculs ab initio de
Parrinello et al.[56] pour le l-Si qui obtiennent des pics à 60◦ et 90◦, de même que l’étude
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Figure II.2 – Distribution des angles de liaison pour le l-Si et le l-Cu en 3d
tight-binding avec du l-Si effectuée par le groupe de Wang et al.[57] qui retrouvent ces
deux pics N(θ)Si à 60◦ et 100◦.
Annexe III
Calcul du rayon du col de coalescence
Afin de pouvoir étudier l’évolution de la coalescence de nos gouttelettes, nous avons
développé une méthode simple et universelle pour calculer le rayon du col de coales-
cence.
Deux dimensions
Figure III.1 – Calcul du rayon du col de coalescence lorsque r < Ro. Les valeurs a et b
sont les maximas en y de nos gouttelettes et sont recalculées à chaque itération.
Pour les systèmes en deux dimensions, nous balayons la hauteur "y" à partir des deux
extrémités "x" des gouttelettes (voir Fig. III.1). À partir de cela nous calculons les po-
sitions en x, soit a et b, où le diamètre est le plus grand : initialement ils se trouveront
au centre des deux gouttes. Nous balayons ensuite entre ces deux points a et b et nous
trouvons la position d’atome en "y" la plus grande et la plus petite afin de pouvoir "des-
siner" notre surface. Nous ajustons le lissage de la surface en modifiant la largeur "x" du
rectangle de balayage (rectangle dans Fig. III.1) ainsi qu’en moyennant sur un certain
xix
nombre d’atomes.
l−Cu
335Å, 2400K
1ps
60ps
Figure III.2 – Exemple de surface avec des gouttelettes de l-Cu à 1 ps et 60 ps après le
début de la coalescence
Figure III.3 – Coalescence de nanogouttelettes de l-Cu d’un rayon initial de 300 Å et
température de 1700 K. Les atomes de la gouttelette de droite sont bleus et ceux de la
gouttelette de gauche sont rouges, la différence de couleur au centre est simplement le
mixage des deux gouttelettes. Nous sommes à τ = 1 ns et r = Ro. am et bm sont fixes et
représentent la moyenne des maximas a et b calculés à la Fig. III.1
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Suivant cette méthode nous retraçons la surface "x-y" de nos gouttelettes et la dis-
tance en "y" la plus petite entre les deux surfaces sera le col de coalescence. En Fig.
III.2 nous donnons un exemple de résultat pour deux temps de coalescence différents.
Cette méthode est modifiée seulement lorsque le rayon du col, r, atteint la grandeur du
rayon initial des gouttelettes (Ro) et que les gouttelettes forment alors un cylindre (voir
Fig. III.3). À cet instant, les points a et b sont fixés à la moyenne en temps positions
antérieures et le col se calcule comme étant le maximum trouvé entre ces points am et bm
(voir Fig. III.3). Ce changement permet de suivre l’évolution topologique de la nouvelle,
plus grande, gouttelette formée qui prendra de l’expansion dans les axes perpendicu-
laires à la direction du mouvement de coalescence, avant de finalement reprendre une
forme sphérique.
Trois dimensions
Pour les systèmes en 3 dimensions, les mêmes étapes qu’en 2d sont utilisées mais
seulement sur les atomes dans un plan x−y d’épaisseur p centré à z= 0. Nous montrons
en Fig. III.4 ce plan vu dans l’axe x− y et en Fig III.5 ce même plan x− y mais vu
latéralement.
Une fois la surface calculée, nous effectuons une rotation du plan suivant un angle θ
autour de l’axe "x" (Fig. III.5(b)) et reprenons le calcul des surfaces .
Le calcul de l’épaisseur p varie en fonction du rayon initial des gouttelettes, Ro, et
de l’angle de rotation utilisé. Elle est calculée de manière à diminuer l’effet des atomes
évaporés, donc loin des gouttelettes, sur le calcul des surfaces. Sans cela, ces atomes
seraient toujours inclus dans une méthode avec p infini. Pour son calcul, nous savons
que la longueur de la corde à l’intérieur d’un angle de rotation θ est a = 2Rsin(θ/2)
(voir Fig. III.6). Puisque θ et R sont petits, nous pouvons approximer la corde par son
arc de cercle soit a∼ S = Rθ . Finalement nous divisons par deux puisque nous utilisons
±p de chaque coté du plan, soit p = a/2 = Rθ/2.
Pour un exemple d’ordre de grandeur, nous avons utilisé θ = 10◦ ∼ 0.17 rad pour
nos calculs (donc 18 images différentes par simulation 3d) ; alors pour des gouttelettes
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Figure III.4 – Plan de profondeur p dans l’axe x-z.
Figure III.5 – (a) Vu latéral du plan de profondeur p (b) Rotation du plan pour faire la
statistique sur toutes les images en 3d.
de 70 Å nous avons p = 6.1 Å. Suivant ces rotations, nous calculons la moyenne de la
surface de notre col de coalescence pour les images 3d et pouvons alors en suivre son
xxii
Figure III.6 – Schéma du calcul d’angle de rotation pour le plan de profondeur p utilisé
lors de la moyenne du rayon du col de coalescence en 3 dimensions.
évolution.
Annexe IV
Paramètres physiques et caractéristiques du l-Si et l-Cu
Nous présentons ici les différents calculs de paramètres reliés aux gouttelettes de
cuivre et silicium. Il est important de noter que la tension de surface σ , la viscosité η et
la densité ρ de nos liquides vont évoluer en fonction du type de gouttelette (l-Cu et l-Si)
et de leur température initiale. Wang et al.[42] on calculé la tension de surface pour le
l-Si avec le potentiel SW :
σSi = 0.853−1.13e−4∗ (T −1691)[Nm−1]. (IV.1)
Il est important d’utiliser cette relation puisque la tension de surface du SW diffère de
celle trouvée expérimentalement.[39] Nous avons ensuite calculé la viscosité du l-Si
simulé en utilisant sa relation avec la diffusion de type Arrhenius,[58, 59]
ηSi =
kBT
6piaDSi
[Pa.s], (IV.2)
où kB est la constante de Boltzmann, a la distance d’équilibre atomique (ici 2.52Å pour
le l-Si) et D la diffusion donnée par Wang pour le l-Si :[42]
DSi = 1.57X10−7e
−43201
RT [m2s−1], (IV.3)
avec R = 8.314.
Pour le cuivre, Han et al.[60] ont calculé la viscosité du l-Cu avec le potentiel EAM
ηCu = 0.5416X10−3e
2624.62
T [Pa.s] (IV.4)
et nous avons utilisé la tension de surface donnée expérimentalement par Matsumoto et
al.,[61] soit :
σCu = 1257−0.20(T −1356)[mNm−1]. (IV.5)
